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ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
9! SISTEME DE ECUATII LINIARE

L PERMUTARI

NOTIUNEA DE PERMUTARE
INMULTIREA PERMUTARILOR

Am vazut in clasa a X-a ¢d o permutare a unei multimi nevide 4 este o functie bijectivd definita pe 4
cu valori in 4, iar dacd multimea 4 are n elemente, atunci numarul permutirile sale este 7 !.

Vom folosi notiunea de permutare pentru definirea, in capitolul ,,Determinanti”, a unei caracteristici
numerice, numita determinantul unei matrice. Pentru acest scop este suficient sd consideraim permutarile

multimii {1, 2, ..., n}, n € N*. Notdm multimea acestor permutari cu S, si o numim mulfimea permutdirilor

de gradul n.
De obicei, 0 permutare 6 € S, se noteaza printr-un tablou de tipul:

(1] 2 3 ... n

- [0(1) o(2) o(3) .. c(n)]'
Prin aceasta scriere, compunerea permutirilor (pe care o notam multiplicativ) se face foarte usor.
Astfel, dacd o,t €S, iar ©(i) = j, o()) = k, atunci (cot)(i) = (61)(i) = o(1())) = o(j) = k, deci

compunerea se face dupa urmaitoarea ,,schemi”:

(12
o) 62

B W
[NCTRN N

De exemplu, daci o,t ES",G:(
1 2 3 4y(1 2
oT=
4 1 3 2){1 3
2
1

1 2 3 4)(1
16 =
1 3 4 24

304) (12
42}(43
3 2

1

4y (1
3 2 2
Datorita notatiei multiplicative, aceastd operatie se numeste immulfirea permutirilor. Deoarece

Injectivitatea si surjectivitatea sunt pastrate prin compunere, rezulta ca prin inmultirea a doua elemente din
§, obtinem un element din S, .

PROPRIETATILE INMULTIRII
PERMUTARILOR

Am vézut in clasele a IX-a si a X-a c3, pe multimea functiilor definite pe o multime nevidi 4 cu
valori in 4, compunerea functiilor este asociativi, functia 1, : 4 — 4 cu 1 () =x, x € 4 este element
neutru si orice functie bijectivi este inversabili.



In consecinta, inmultirea permutarilor are, pe S, proprietitile:

a) este asociativa, deci (o1)p = o(19), Vo,1,p €5, .

. _ 1 2 3 n
b) are element neutru, anume permutarea identica e = [1 ) 3 ] )
n

decice=ec =0, Vo e3,.

¢) orice permutare este inversabila, deci pentru ¢ €S, existda o €S, astfel incat o - s =
=o' .0 =e;permutarea G ' se numeste inversa permutrii c.
Observatii. 1) Pentru ¢ € S, , permutarea ¢ ' se obtine schimband locul celor doud linii din tabloul care
defineste permutarea G.

De exemplu, dacé6=[1 23 4], atunci Gl_£4 3 2j=[1 23 4}.

4 3 1 2 1 234)13 421

2) Inmultirea permutarilor pe S,, 7 > 3 nu este comutativa, deci, in general, 6T # TG pentru
cTes,.

In situatia particulard in care, pentru permutarile 6,t € §,, avem ot = G, vom spune cé cele doud

permutiri comuta.
3) Proprietatile inmultirii permutérilor ne permit sa definim, pentru o permutare ¢ € S, . puterile
intregi ale lui o, astfel:
G-G-...-0, pentru keN*
& oori

G = e , pentru k=0

(o “)", pentru ke Z\N

Din aceasta definitie rezulté cd 6" 6" =" si (csA )p =c",V kp e Z.
Daca 0.1.0 € S, avem echivalentele:
AOCT=00ST=0
byic=¢pc=1=09
[ntr-adevar, st =090 < o (1) = 6 ' (6¢0) & (6 'c)t=(c 'C)p < e-1=¢- @ < 1= sianalog
pentru echivalenta de la punctul b).
Echivalentele a) si b) stabilesc reguli de simplificare la stinga si la dreapta pentru inmultirea
permutérilor.

INVERSIUNI, SEMNUL UNEI PERMUTARI

Pentru o permutare 6 € S,, n > 2, o pereche ordonatd (i, j) cu ij €{l, 2, ..., n} in care i <j si
o(i) > 1(j) se numeste inversiune a lui .
1 2 3 4
1 4 3 2
pentrucd 6(2)=4>3=0(3), 0(2)=4>2=0c(4)sic (3)=3>2=0c(4).

Permutirile care au un numar par de inversiuni se numesc permutdri pare, iar cele care au un numdr
impar de inversiuni se numesc permutdri impare.

De exemplu, inversiunile permutirii o =( je S, sunt perechile (2, 3), (2, 4) s1 (3, 4),

o(i) —o(J)

Pentru 6 € S, , considerdm numarul rational &(c) = H care, datoritd proprietitilor date

1<i< j<n =]

de propozitia ce urmeaza, se numeste semnul permutérii .



Propozitie
Fie 6 € §,. Atunci g(c) = 1 daca o este permutare para si &(c) = — 1 daci o este permutare impara.

Demonstratie. Deoarece 6 este bijectivi avem [ [(s()-o())= [] *-p)=][t*k-p)= [16-»-

=i o (ko (p) k#p ie)
. 2 (e ¥ (&) o\l (¢ ol 9 (&) ol
Anci (50)) = ] () (J) n () () _ [ 90=0). [y e)=oti) _
1<i<j<n 1<i<j<n .] 1<i<j<n i— ] I<i<j<n .] i

ofi)—o(j)
o)-ol)). [ i)~ G(J) Hc(z) o)) _ l_[[ )=o)

I<i<j<n i _] 1< <i<n i— i .] H{" _f)

=1, deci | (o) |= 1.

o)—o())
i-J

negativi, rezultd din definitia lui &(c), cd semnul Iui este dat de numirul inversiunilor lui o. In concluzie,
daci o este pard atunci &(c) = 1, iar daci ¢ este impari &(c) = — 1.

Comportarea lui € fatd de produsul permutirilor este evidentiatd de urmitoarea propozitie.
Propozitie

1°. g(ot) = ¢(0) £(n), (V) o1 €8S,.

2°. g(6)=g(c™'), (V)o € S .

Demonstratie. 1°. Din definitia lui € rezultd ca:

Deoarece o pereche (i, j) cu i <j este inversiune a lui ¢ dacd si numai dacd fractia ———<> este

(GT)(l) (CI0)) o(x())-o(t()) o) -o(j) _
olom) = 1<Hj<n -J 1<i<Hj<n i—j i—j

2°. Deoarece permutarea e nu are inversiuni, rezultd ca e(e) = 1 si in consecintd &(c) - s(c') =
=g(co')=¢g(e)=1,decie(c) =¢g(c™).

Vom pune acum in evidentd un tip particular de permutare, necesar in studiul proprietatilor
determinantilor din capitolul 3.

O permutare ¢ € S, , n22 se numeste franspozifie daca existd ij €{1, 2, ..., n} cu i #/ astfel incat

oi) = j, o) = i si olk) = k pentru orice k¥ ¢ {i j}. Vom nota transpozitia ¢ cu (i j), deci

(ij)—[: P . i. ] HJES”-

2 . j i .on
A 12 3 4 5y . 1 2345
De exemplu, in S, avem (2 3) = si(51)= .
; 1 3245 52341
Proprietatile transpozitiilor sunt puse in evidenta de urmatoarea propozitie.
Propozitie

Fie o € §, o transpozitie. Atunci:
1) s=c"

2°) g(c)=-1.

) o 1 2 .. i .. j .. n
Demonstratie. 1°) Dacd ¢ = (i j) = ) ] € §,, atunci
1 2 ... j .. i .. n
L (L2 g i on . )
o= : : —yH=0Gj=o.
1 2 .. i ... j .. n

2°) Dacd i < j atunci inversiunile lui ¢ = (i j) sunt perechile: (7, i +1), (i, i +2), ..., (i, J), (i + 1, ),
(i+2,)),....,(¢—1.j), deci o are 2(j —i) — 1 inversiuni. In concluzie & este impara, deci &(c) = —



Exercifii propuse

Sa se calculeze produsul ot in fiecare din cazurile:

2) o= 1.2 3y, __(1 2 3)
13 2) T3 2)f
(1 3y, (1 2 3).

b)a (3 2)’ : (1 3 2)

o 1 2 3 4) . 1 2 3 4y

1 4 2 3) 4 1 3 2)

= 1 2 3 4 5) = 1 2 3 45

° a3 21 5/ 1 3 2 5 4)

Sa se precizeze inversiunile $i semnul permutarilor:
1 2 3 1 2 3 4 1 2345

a)(132) b)ﬂ 134)’0)(51342’

Sa se determine semnul permutarilor:

a) G 2 j,undeneN, n>2;

] 7 8
0§ 1)

b2 3 ..on
>
c) [n wel noo 1J,undeneN,nz,

Sa se scrie inversele permutarilor:

2 123 1 2 3 4
a)[l 2j b)(z ] 3)’ C)(4 12 3)’ d)(
12 3 4 12 3
)(3 4 1 2)’ ﬂ[n n—-1 n-2
Sa se rezolve ecuatia ox = t in urmatoarele cazuri:

(12 3 7123
Ho=13 2)’ = ]

Solutie: Scriem c' [] ) : .

o
G

T N

n

-~ o M2
N W W
A~ o 3

4 6
5 3

(12
302
o= 1234 (1234
4 31 2) 34 2 1)
d>0712345.T:’12345
132 5 4) L45132'

Sa se rezolve ecuatia oxt = 6 in urmatoarele cazuri

weo (12 ) (1 23], g (12
301 2) 32 1) 2 1

. . I_312123)._l
Solutie. Scriem © [1 ) ?J [2 31 Sit

rlzj,undeneN, n>2.

1
M o -1 =
) lj’ atunclx =c 1t (2

3 .
1 , rezultd ca



10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

3:1 3,
123 °

b o

:G,le,]:123_123_1 2
* Tl2 3 1)l 0 3 2
(1234 (1 2 3 4
b)"_(z 1 43)’T (3 ) (42 j
2
4

oolb it il

Sé s arate ci permutarea ° este pard, oricare ar fi permutarea ¢ € S, » > 2 natural.

1 2 3 4
2 1 3 4)

[u—y

— N NN

Sa se arate cd nu existd permutdri 6 € S, astfel incat 6° = (

Si se rezolve ecuatia 6° = (1 2 3 4 5]

1 4 2 3 5)

= . = . N 2 3y . <
Sa se determine toate permutérile xe S, care comuta cu ¢ = 2 3 §1 toate permutdrile ye S, care

ctéc:1234
omuu02314.

Sa se rezolve ecuatiile:

» (123, ., (1 234
a)x‘(z 3 1)’ b)x‘(z 31 4)'

Sa se precizeze numarul de transpozitii din S,, n> 2.
Sa se arate ci: (12)(34) = (34)(12)in S,, n>4.

Sd se verifice cd in S, avem egalititile:

a) (1) =1 DANA D)5 b) A DANA Y =ANA D)) ;5 ©) (j) =1 ij)1}), oricare ar fi i,j & {2, 3,

Lnfcu >3 i i#j.

Fie n > 2 un numir natural. O submultime nevidd H a lui S, se numeste inchisd dacd ot € H pentru

orice permutari ¢,t € H.
Consideraim H o submultime inchisa a lui S, si o o permutare din H.

a) Sa se arate ci {0’ |p e N*} c H.
b) Si se demonstreze ci existi numerele intregi k < ¢ astfel incat o* = o°.

¢) Sa se arate cd pentru orice permutare ¢ € S, existip € N* cu¢f =e.

d)Sdsearatecie € H.
e) Sa se arate ci dacd ¢ € H, atunci 6 ' € H.

- 201
Sa se calculeze 6°°'" in urmatoarele cazuri:

2 123 .
a)c’(z 1)5 b)"_(z 3 J; C)G:(z 1

Do=(l 234, go(1 2345678
°“l2 341,97 ls41 23385 7)

Fie 0 € 8,y . S se arate ca f :{1, 2, ..., 2006} — {1, 2, ..., 2006}, {(i) = 2007 — o(i) este 0 permutare

din S,y , avind semnul opus lui c.



TESTE DE EVALUARE

Testul 1
Rezolvati:
‘ (1 23 456 7 891
1. F1eG€S1o,G_(3 512 4810 7 6 9}

a) Sa se determine paritatea lui G.

b) Si se descompund ¢ in produs de transpozitii.

¢) Sa se determine cel mai mic numér natural nenul & pentru care o=e.

) (1 2 3 4y . (1 2 3 4
2. FleG,‘CES4,G—(4 1 3 2} slr—(l ) 4 3)

a) Sa se calculeze o° si 2.

2006

b) Si se rezolve ecuatia 6™ -x =1, x € S,.

2004 .2 2007

¢) Sa se arate ¢d ecuatia 6= -x~ =1° nu are solutii in S.

3. Se dau numerele reale a,<a,<..<a,. Sd se determine permutarea ¢ & Sy, pentru care

10 10
Zaiac(i) > Zaiar(i) , oricare ar fi T € Syo.
i=1 i=1

Testul 2

Indicati rispunsul corect.

Ao o 1 23 .. 8 9 10 .. 16
1. Cate inversiuni are permutarea ¢ = 3 5

1 15 2 4 ... 16)
a) 28; b) 29; c) 30; d) 32.
A e a 4 _(1 2 3 4 5),
2, Céte solutii are in S5 ecuatia x” = ( 42 3 1 5] /
a) 0; b) 1; c)4; d) 8.
3. Cite permutdri din S5 comutd cu permutarea ¢ = (; f ; : ij ?

a) &; b) 6; c)4; d) 2.



